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Die HMO-Koeffizienten der linearen Polyacene 
in geschlossener Form 

Von 

G. Defflinger und H. Sorer* 
Aus dem Ins t i tu t  fiir Theoretische Chemie der Universi t~t  Wien, A-1090 

Mit 1 Abbfldung 

(Eingegangen am 22. A p r i l  1968) 

Unter  Beniitzung der Gruppentheorie wird eine allgemeine 
Formel  fiir die Hi~ckel .Mo]ekularorbitale der linearen Polyacene 
abgeleitet.  

By means of group theory a general formula for the H'~ckel 
molecular orbitals of the linear polyacenes is derived. 

I m  Zuge theore t i scher  Un te r suchungen  an l inearen  Po lyacenen  (vgl. 
eine naehfolgende Arbe i t  1) schien es uns zweckms al lgemeine Ausdr i icke  
fiir deren  H)~O-Koeff iz ien ten  ve rwenden  zu kSnnen.  D a  diese unseres 
Wissens b isher  n ich t  in der  L i t e r a t u r  angegeben wurden** ,  le i ten  wir  sie 
un t e r  Ben i i t zung  der  Gruppen theor i e  ab. 

B e k a n a t h c h  k a n n  m a n  al lgemeine Ausdr i icke  fiir die HM0-Koef f i -  
z ien ten  des l inearen  Polyens  Cni-~n+2 &uf einfache Weise  erhal ten,  falls 
m a n  das  Cyelo-Polyen  C2n+2H2n+2 be t r ach te t ,  fiir dessen Koeff iz ienten  

* G. D., derzeit am Ins t i tu t  fiir Sta t is t ik  der Universi tgt  Wien, A-1010; 
I4. S., Ins t i tu t  fiir PhysikMische Chemie der Technischen Hochschule Wien, 
A-1060. 

** Es finden sich aber bei TIeilbronner a u n d  Coulson a Ableitungen der all- 
gemeinen Formel  fiir die HMO-Eigenwerte der l~olyacene; Tschist]akow a gibt  
eine l=~ekursionsformel fiir die charakterist ischen Polynome an. 

1 3. Mitt.,  H. So]er, G. Der]linger und O. E.  Po lansky ,  Mh. Chem. 99, 
1895 (1968). 

2 E.  Heilbronner,  Helv. chim. acta  37, 921 (1954). 
3 C. A .  Coulson, Proc. Phys.  Soe. [London] 00, 257 (1947). 
4 A .  L .  Tschist]alcow, Izvest .  Akad.  Nauk SSSI~, Ser. khim. Nauk 1959, 

1349. 
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aus der Gruppentheorie einfache Formeln folgen. Denn die Motekiil- 
orbitale des cyclischen Polyens, die in bezug auf eirte durch zwei gegen- 
iiberliegende Atome senkrecht auf die 1Vfolekiilebene gelegte Symmetrie- 
ebene Sv antimetriseh sind, sind - -  abgesehen vom Normierungsfaktor - -  
identiseh mit  den Molekiilorbitalen des linearen Polyens 2, 5 

n+r n n-4 

Abb. 

Analog wollen wir im FMle von Polyacenen, wie Abb. t zeigt, eine 
geschlossene Ket te  yon n regelmgBigen Sechsecken betr~chten, deren 
Ebenen den Mantel eines geraden n-seitigen Prismas bilden und yon denen 
je zwei Sechsecke an einer gemeinsamen zur Prismenachse parallelen Kante  
zusammenh~ngen (,,Doppelkrone") *. Legt man nun wieder eine Symmetrie- 
ebene sv durch den Prismenmantel,  so dab yon zwei gegentiberliegenden 

Seehseckea je zwei sekund/ire C-Atome auf der Sv liegen, n/fmlich 0 und 

bzw. n und n, dana  sind die beztiglich dieser Cv antimetrisehen Orbitale 
(abgesehen yore Normierungsfaktor) identisch mit  den Molekiilorbitalen 
des aus N ~ n / 2 -  1 Benzolringen bestehenden linear anellierten Po- 
lyacens. Wie aus der 1Yumerierung (s. Abb. 1) folgt, m u $ n  stats gerade sein. 

* In  ~hnlicher Weise betrachtet Heilbronner ~ ein ebenes System yon 
Seehsecken, urn daraus die Energie-Eigenwerte zu bereehnen. 

O. E.  Polansky , Mh. Chem. 91, 916 (1960). 
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Bei dieser Art der Betrachtung ist allerdings die Molekfilebene nieht 
mehr Symmetrieebene. Da aber die Symmetrieeigensehaften dutch die in 
bezug auf diese Ebene antimetrischen ~-Orbitale ohnedies festgelegt sind, 
spielt dies keine Rolle. Da ferner bei der HMO-Rechnung nur die Topologie 
(Art der Verkntipfung der Atome im Molekiil) in die Bereehnung eingeht, 
ist die in unserem Modell auftretende Deformation der ~olekiilebene ohne 
Einflug auf die Ergebnisse. DeshMb k6nnen daraus die entspreehenden 
golekiitlorbit~le der ebenen Polyacene abgeleitet werden. 

Die Doppelkrone ist yon der Symmetriegruppe Dnn, wobei n, wie oben 
erw/~hnt, geradzahlig ist. Um ihre SymmetrieorbitMe zu finden, wollen wir 
abet der Einfaehheit halber nieht Dnn selbst, sondenl ihre Untergruppe 
Cnh zugrunde legen, die Ms Direktprodukt ~n • Cn aufgefagt werden kalm. 
In Tab. 1 sind die Charaktere der irreduziblen Darstellungen dieser Gruppe 

angegeben. Alle Darstellungen F~ und F~ 

sind eindimensional. * 

Die oberhalb der ah liegenden Atome des ,,Doppelkronenmolekiils" be- 
zeiehnen wir mit den fortlaufenden Nummern 0, 1, 2, . . . ,  2n - -  1, die aus die- 
sen dureh Spiegelung an der ~ hervorgehenden Atome mit 0, 1, 2, . . . ,  2 n - -  1. 
Die entsprechenden Atomorbitale sind q~0, ~1, q~2, . - . ,  ~2n-1 bzw. ~0, ~l, 
~2, . . . ,  ~2n-1 (Vgl. Abb. 1). 

Alle mit geraden Indizes bezeichneten Atome sind in bezug auf die 
Symmetrieoperationen einander ~quivalent, ebenso alle mit ungeraden 
Indices. Ftir jede irreduzible Darstellung F~ bzw. P~ erhalten wir daher 
zwei Symmetrieorbitale. Diese bezeiehnen wir, je nachdem, ob sie aus 
AtomorbitMen aufgebaut sind, die gerade bzw. ungerade Indizes tragen, 

* Bei geradzahligem n wird Cnh in der Regel als Direktprodukt i • Cn 
beschrieben; wie sich aus dem folgenden ergibt, ist jedoch ftir unsere Zweeke 
die Besehreibung gemgg Cnh  = ~h X C n  giinstiger. Die hieraus folgende und in 
Tab. 1 verwendete Benennung der irreduziblen Darstellungen h~ngt rait der 
iibliehen Nomenklatur zusaramen wie folgt: 

IP~=k, wena k gerade 
l 

U [P• wenn /c ungerade 

/P'~k, wenn k ungerade 
P~=k ) 

[P~k, wenn k gerade. 

Der obere Index s bzw. a bedeutet symmetrisch bzw. antimetrisch 
beziiglich sh. 
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Tabelle 1. 

Cnh = ah • Cn 

c ~  ~ c .  c~ . . .  c{ . . .  c:-~ ~ ~ c .  ~c~ . . .  ~c~ . . .  o~c~-, 

r~ 
r;  

1 1 1 . . .  1 . . .  1 1 1 1 . . .  1 . . .  1 

I 1 t . . .  1 . . .  1 - - 1  - - 1  - - 1  . . .  - - 1  . . .  - - 1  

1 p • 1 7 7  . . .  p •  . . .  p •  1 p •  p + 2  . . .  p •  . . .  p •  

1 p•177 . , .  9j:j . , .  p• - -1  __pJ:l__p4-2 . . . - - p •  ..,--f~• 

1 p§177  p•177 1 p• p•  p• ~• 

1 p •177  p •  p• --1 __p•177 __p•  __p• 

1 - -1  1 . . . ( - - 1 ) J . . .  - -1  

1 - -1  1 . . . ( - - 1 ) J . . .  - -1  

2ui 

n p = e  

1 - - I  1 . . .  ( - - 1 ) J . . .  - -1  

- - 1  1 - - 1  . . .  - - ( - - 1 ) J  . . .  1 

, n gerade 

mit K sk und ~ bzw. mit '~,~ und ~ .  Aus den irreduziblen Darstellungen 
folgt : 

4;'  1 
+ P ~  + P~v~ + " )  • (~o + P~v~ + p ~  +..-)1 

und 

k 

1 n - - 1  

- 1~2% E p~J (~J • ~J)  (1) 
i=O 

= ~1 • P~ % + - .. 

_- _~ ~ pk(j+ �89 (wJ+~ + ~J+~) 
[2n  i=o 

(2) 

Hierbei wird in (2) ftir ~ und -q~ noeh zus/~gzlich ein Phasenfaktor p~/2 
bertieksichtigt, wodureh vermieden wird, dab in den weiter unten aufzustel- 
lenden Sgkularmatrizen komplexe Glieder auftreten. 

Gem/~g den Voraussetzungen der HMO-Methode (alle Coulomb- 
integrMe yon Atomorbitalen gleieh cr und alle i~esonanzintegrale benaeh- 
barter Atomorbitale gleich ~, die iibrigen Resonanzintegrale gleich Null) 
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e rg ib t  sich en t sp rechend  unserer  Bezeichnungsweise  der  A tomorb i t a l e  
(Abb. 1): 

<q~=J I.~1 ~=z+l> = <~v I~[ ~i~/+l> = [~ (a/g -Jr- a.i-1, l -~- a n + i - l ,  i) (3) 

j = O ,  1 . . . . .  n - - 1  

i = 0 ,  1 . . . . .  n - - 1 .  

8~ = 1, wenn i = I bzw. ~II = O, wenn i ~ I. 

U n t e r  Verwendung  4ieser F o r m e l n  (3) e rha l t en  wir  fiir die In t eg ra l e  der  

2 • 2-Sgkularmat~rix zur  D~rs te l lung F~ k = 0, :t= 1, . . . ,  ~ - -  1 , ~ : 

i n--1 ~--1 ~. 
/ N i=o l=O 

3--1 n--1 

2 n  i=o z=o 

1 n--1 n--1 

i = 0  l=0  

�9 z ~ \ / = o  l = 0  

2n  j=o ~=o 

1 ~ 2 ~ E  P"-~"-~ ~(_j+~+�89 
2 n  j=o z=o 

= ~  j=o P ~ A - ~ - ~  = 2 f ~ c o s - -  

2 i3 (~j~ + ~-~,  ~ + a.+~-~, ~) 

=k (~c) 
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In analoger Weise folgt fiir die Integrale in der S/ikularmatrix zur Dar- 
stellung P~: 

(5a) 

7:k 
% 

Die S/ikularmatrizen fiir F~ bzw. P~ haben daher die Form: 

2 ~ cos 0: 2 t3 cos ~ -  

H s = ; H a  = ( 6 )  

~k r:k 
2~cos--n ~ d - ~ ]  2~cos--n s r  

Die aus ihnen erhgltlichen Eigenwerte und Eigenfunk~ionen sind - -  
klassifizier~ naeh dem Symmetrieverhalten beztiglich der sh und ihren 
Bindungseigensehaften - -  in Tab. 2 angegeben. 

(5b) 

(se) 

Tabelle 2. Eigenwerte  und E igenfunk t ionen  des ,,Doppelkronen- 
molekiils" 

Symmetrie- Bindungs- 
verhalten verhal~en Eigenwerte Eigenfunktionen 

bez. der ~ 

symme~risch bindend bE~ = ~ -f- ~ (1 § W) bZ sk = S ~ §  C~?~ 

an~imetrisch bindend bE~ = c~ + ~ (--1 + W) bZ a~ = C ~ + S~}~ 

ge~ = ~ + ~ ( - -  t - -  lzr 

gegenbindend z ~ = u ~ - s ~  g ~k 

gegenbindend gX~ = S ~ - -  U ~. 
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W-~- t §  COB - - - ~  8 C O S - - ;  
n ~b 

S-~ V;(1--~-W) , c-=V12(lq-W). 
Hierbei wurden die Abkiirzungen 

W =  + 8 c o b  ; S =  1 - -  , C =  1 - -  (7) 
n 

verwendet. Fiihren wir zur Charakterisierung der Symmetrie beziiglich der 
ah und der Bindungseigenschaften die Variablen a und y mit 

bzw. 

1 fiir symmetrische Orbitale 

= - - 1  fiir antimetrische Orbitale 

1 fiir bindende 0rbitale 

Y = - -  1 fiir gegenbindende 0rbitale 

ein, so k6nnen die in Tab. 2 angegebenen Gleichurtgen zusammengeial~t 
werden als 

75~(a) = ~ + ~ (~ § ~W) (8) ('O~k 

(~)Z(k") = ~ / ~  (1- - -~- )~(~)§  yW~ (1 § -~-) ~=), (9, 

Durch Einsetzen der Ausdriicke (1) und (2) in G1. (9) ergibt sieh 

(,) ~ 1 - -  ~ [(,% +~0) + p~ (~ + ~ )  + 0~k(~4 + ~4) + . . . ]  + 

+ v  + ~ - [ p  ( ~ l + ~ ) + P  ( ~ + ~ ) +  . . . .  

was zusammengefaBt werden kann in 

km 

~ = 2  : ~  - P (~'~ + ~ ) '  =o v .lll/ - w 
(lo) 

wobei die Atomnummer mals neuer Summationsindex eingefiihrt wurde. 
In (10) und im folgenden werden die Indices (y) und (~) der Molekiil- 
orbitale Z~, welche die Bindungseigenschaft und das Symmetrieverhalten 
beziiglich ah beschreiben, nicht mehr angefiihrt, wenn keine Verwechslung 
mSglich ist. 
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Da diese mit ?(~ bezeichneten Eigenfunktionen jedoch im allgemeinen 
komplex sind, wollen wir 
funktionen aufbauen. 

Wegen 

C O S  - -  

durch Umformung aus ihnen reelle Eigen- 

~ -  C O S  - -  

n 

n 
sind alle Eigenwerte mit k # 0 und k # ~ zweifach entartet.  Wie (i0) 

zeigt, sind die zu je zwei entarteSen Eigenwerten geh6renden Funktionen 
zueinander konjugiert komplcx; aus ihnen k6~men durch die Linear- 
kombinationen 

1 
(~)q~(k ~ = ~/-~ (zT, + z-7.) (Ua) 

und 
- - i  

reeUe Funktionen (~)~(2) und ,n(~) (v)~v k erhalten werden. 

Die in (11 a) und (11 b) angegebenen 0rbitale (v)(I)(~ a) und (v)qb(k~) unter- 
scheiden sich wesentlich in ihrem Symmetrieverhalten bcziiglich der durch 

die Atome 0, 0, n und n der Dcppelkrone gelegten Symmetrieebene av 

(vgl. Abb. 1). Die ~ sind symmetrisch, die (I)k antimetrisch beztiglich der 
~v. Aus den le~zteren werden, wie weiter unten zu zeigen ist, die Polyacen- 
lgolekfilorbitale erhalten. 

Fiir k = 0 folgt aus (10) und (1I a), dab die be~reffenden vier OrbitMe 
(v)q)(0 ~) ohnedies reel1 sin& Da sie symmetrisch beziiglieh der oben eharak- 
terisierLen Symmetrieebene av sind, brauehert wit sie im Rahmen unseres 
Problems nicht weiter zu untersuchen. 

Der Fall k = ~/2 bedarf einer n~heren Betrachtung. Hier wird W ---- 1 
und pe[u = i. Es folgt aus G1. (10) 

X (~)n12- 1 2n--1 mZ=0 "r m 1 / 1 -  (--  ' )~  (,v i-~ ( w  + ~ ) .  (,2) (v) 
2 V~ ~ 

Hier unterscheiden wir die F~lle ~ y ----- - -  1 und a y = 1. 

Fiir ~ y = -  1 haben nur geradzahlig beziffer~e Atomfunk~ionen 
~m und q~m yon Null versehiedene Koeffizien~en. Die betreffenden l~{olekiil- 

M o n a t s h e f ~ e  f f l r  C h e m i e ,  B d .  9 9 / 5  119  
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orbitale sind also symmetrisch beztiglich der av und haben fiir die Be- 
reehnung der Polyaeen-~olekiilorbitale keine Bedeutung. 

Fiir ~ y  = 1 ist 

V1 _ ( _  1) maY = { 2, wenn m ungerade 

0, wenn m gerade. 

Die betreffenden Orbitale kSnnen also in der Form 

v(o) - -  i y 2n--1 m--1 

(~)~/2 I/U~ n ~ (-- 11-2- ( ~  + ~ ) ,  ~ = 1 (13a) 
m = l  

m unge- 
rade 

angegeben werden. 

Wegen 
m--1 ( 2 n ~ )  --1 

(--1) 2 = - - ( - - 1 )  2 fiir ungerade m (n gerade) 

sind diese Orbitale antimetrisch in bezug auf av. Die Funktionen Z-hi2, 
die rein formal dadurch erhalten werden, daB man in (10) fiir k den Wert  
- - n / 2  einsetzt, sind mit  den Funktionen (131) bis auf den Faktor  ( - - 1 )  
identisch: 

- -  i y 2 ~ 1  m--1 
(v) --n/2 ' " 

m= --1 
m unge- 
rade 

Daher k6nnen in Analogie zu (11 b) reelle Funktionen 

r - -  i 
(u n12 ~-- ~ - - ( X n / 2 - - ) ~ - n / 2 ) ,  ~y---- 1 (14) 

gebildet werden. 

Die G1. ( l l b )  und (14), durch die alle beziiglich Gv antimetrischen 
Orbitule dargestellt sind, kSnnen zusammengefaBt werden in 

r e ( o )  - -  i (v)'vk = (Z~- -  Z-k)~ (15) 
]/2 (1 + 8k, n/z) 

k = 1 , 2  . . . . .  n/2 fiir a y = l  

l c = 1 , 2 ,  . . . ,  n / 2 - - 1  fiir a y = - - l .  

Durch Einsetzen yon (10) in (15) folgt welter 

(i)(~ 1 1 2n~-1 1/-- ( - - 1 ) m  ( ~  " 7 ~ m  
- -  X, ~.ml/1 sin - -  (r § (Y~m) 

(v) k V 1 + 8~, ./2 ] /2n z.~=~ - ] /  W n 

k = 1, 2, . . . ,  ( n - -  1 + ~V)/2. 

(16) 
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Um aus diesen beziiglich av an~imetrischen Orbitalen a,(s) die (y),v/r 
Polyacen-Molekularorbitale in Analogie zu ~ und 5 herzuleiten, diirfen wir 
nur jene tt/ilfte der Doppelkrone betrachten, die auf einer Seite der av 
liegt, was bedeutet, dal] die Summation nur fiber die Atome 1, 2 . . . . .  

n - -  1 bzw. 1, 2 . . . . .  n - -  1 zu erstrecken ist. Um die Normierung beizube- 

hal~en, muB daher mit V ~ multipliziert werden. Aui~erdem wollen wir die 
Anzahl n der Ringe in der Doppelkrone durch 

n ---- 2 N + 2 (17) 

ersetzen, wobei N die Zahl der anellierten Ringe des Polyacens ist. Wir 
erhalten daher aus (16) 

(~')~ [/1+~,_~-+1V2N+ 2 .~=~Z ~,m[/_ (--1)m*Vsi n W  - -  

k = 1 , 2  . . . . .  N 4 -  * Y + I  
2 ' 

wobei 

r: km 
2 x + 2 ( ~  + * ~m) ( is)  

V 9  r~k (19) W = 4- 8 cos N + ~  

Die zugeh6rigen Eigenwerte sind durch (8) angegeben. Ausftihrlicher 
kunn (18) geschrieben werden als 

k]•$ - -  
t~ k 

12~ a 
b k ~ 

g k ~ 

t•s g k = 

1 1 2/r l /  r~km 
" // i ( l ~ s i n  (~m+~m) 

1 2~+1 | / ~ ,  (--1)  m x k m  

k = l ,  2 . . . .  , N 

t 2 N + l  ] /  
v (--1)m 1 

]/2N 1 
k 

1 1 2N+1 1 /  

V 1 + 8k. N+I V 2 N - ~  m=l ~ ( - -1 )m71  

k 

(--1)  m rc/cm 
- - W - -  sin 2 ~  (pro + ~m) 

= 1 , 2  . . . . .  N 

( - -1)  ra rckm 
W sin ~ (qom--~rn) 

= 1 , 2  . . . . .  N-l- 1. 

Dem Vorstand des Instituts fiir Theoretische Chemie der Universit/~t 
Wien, Herrn Prof. Dr. O. E. Polansky, danken wir fiir zahlreiche anregende 
Diskussionen im Zusammenhung mit dieser Arbeit. 

(20) 

119"  


