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Unter Beniitzung der Gruppentheorie wird eine allgermeine
Formel fir die Hiickel-Molekularorbitale der linearen Polyacene
abgeleitet.

By means of group theory a general formula for the Héickel
molecular orbitals of the linear polyacenes is derived.

Im Zuge theoretischer Untersuchungen an linearen Polyacenen (vgl.
eine nachfolgende Arbeit?) schien es uns zweckmafig, allgemeine Ausdriicke
fiir deren HMO-Koeffizienten verwenden zu kénnen. Da diese unseres
Wissens bisher nicht in der Literatur angegeben wurden **, leiten wir sie
unter Beniitzung der Gruppentheorie ab.

Bekanntlich kann man allgemeine Ausdriicke fiir die HMO-Koeffi-
zienten des linearen Polyens CpHyio auf einfache Weise erhalten, falls
man das Cyelo-Polyen CopnyoHanio betrachtet, fiir dessen Koeffizienten

* @. D., derzeit am Institut fur Statistik der Universitdt Wien, A-1010;
H. 8., Institut fiar Physikalische Chemie der Technischen Hochschule Wien,
A-1060.
** s finden sich aber bei Heilbronner? und Coulson® Ableitungen der all-
gemeinen Formel fiir die HMO-Eigenwerte der Polyacene; Tschistjakow* gibt
eine Rekursionsformel fir die charakteristischen Polynome an.
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aus der Gruppentheorie einfache Formeln folgen. Denn die Molekiil-
orbitale des cyclischen Polyens, die in bezug auf eine durch zwei gegen-
itberliegende Atome senkrecht auf die Molekiilebene gelegte Symmetrie-
ebene ¢y antimetrisch sind, sind — abgesehen vom Normierungsfaktor —
identisch mit den Molekiilorbitalen des linearen Polyens?® 5.

Abb. 1

Analog wollen wir im Falle von Polyacenen, wie Abb. 1 zeigt, eine
geschlossene Kette von # regelméBigen Sechsecken betrachten, deren
Ebenen den Mantel eines geraden n-seitigen Prismas bilden und von denen
je zwei Sechsecke an einer gemeinsamen zur Prismenachse parallelen Kante
zusammenhéngen (,,Doppelkrone ) *. Legt man nun wieder eine Symmetrie-
ebene oy durch den Prismenmantel, so daBl von zwei gegeniiberliegenden
Sechsecken je zwei sekundire C-Atome auf der ¢y liegen, némlich 0 und 0
bzw. » und #, dann sind die beziiglich dieser oy antimetrischen Orbitale
(abgesehen vom Normierungsfaktor) identisch mit den Molekiilorbitalen

des aus N = n/2 — 1 Benzolringen bestehenden linear anellierten Po-
lyacens. Wie aus der Numerierung (s. Abb. 1) folgt, mu8 » stets gerade sein.

* In ahnlicher Weise betrachtet Heilbronner? ein ebenes System von
Sechsecken, um daraus die Energie-Eigenwerte zu berechnen.

5 0. K. Polansky, Mh. Chem. 91, 916 (1960).
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Bei dieser Art der Betrachtung ist allerdings die Molekiilebene nicht
mehr Symmetrieebene. Da aber die Symmetrieeigenschaften durch die in
bezug auf diese Ebene antimetrischen 7-Orbitale ohnedies festgelegt sind,
spielt dies keine Rolle. Da ferner bei der HMO-Rechnung nur die Topologie
{Art der Verkniipfung der Atome im Molekiil) in die Berechnung eingeht,
ist die in unserem Modell auftretenide Deformation der Molekiilobene ohne
Einflufl auf die Ergebnisse. Deshalb kdnnen daraus die entsprechenden
Molekitlorbitale der ebenen Polyacene abgeleitet werden.

Die Doppelkrone ist von der Symmetriegruppe Dy, wobei n, wie oben
erwihnt, geradzahlig ist. Um ihre Symmetrieorbitale zu finden, wollen wir
aber der Einfachheit halber nicht Dyy selbst, sondern ibre Untergruppe
Cpy zugrunde legen, die als Direktprodukt oy, X C,, anfgefalit werden kanmn.
In Tab. 1 sind die Charaktere der irreduziblen Darstellungen dieser Gruppe
angegeben. Alle Darstellungen I'} und I'}

[k=03j:1:j:27 'ai(%“l)a%]

sind eindimensional. *

Die oberhalb der on liegenden Atome des ,,Doppelkronenmolekiils* be-
zeichnen wir mit den fortlaufenden Nummern 0, 1, 2, ..., 2n — 1, die aus die-

sen durch Spiegelung an der oy hervorgehenden Atome mit 0, 1,2, ..., 2n — 1.
Die entsprechenden Atomorbitale sind oo, o1, 92, --., Pan—1 DZW. 9o, @1,
Ez! e, 52,7,_1 (Vgl Abb. 1).

Alle mit geraden Indizes bezeichneten Atome sind in bezug auf die
Symmetrieoperationen einander dquivalent, ebenso alle mit ungeraden
Indices. Fiir jede irreduzible Darstellung I'; bzw. I'; erhalten wir daher
zwei Symmetrieorbitale. Diese bezeichnen wir, je nachdem, ob sie aus
Atomorbitalen aufgebaut sind, die gerade bzw. ungerade Indizes tragen,

* Bei geradzahligem n wird Cpp in der Regel als Direktprodukt ix Cy
beschrieben ; wie sich aus dem folgenden ergibt, ist jedoch fir unsere Zwecke
die Beschreibung gemiB Cp;y = op X C, glinstiger. Die hieraus folgende und in
Tab. 1 verwendete Benennung der irreduziblen Darstellungen héngt mit der
ublichen Nomenklatur zusammen wie folgt:

+k =

. %, wenn k gerade
%% wenn k ungerade

&

{ %4 wenn k ungerade
+k =

% wenn k gerade.

Der obere Index s bzw. # bedeutet symmetrisch bzw. antimetrisch
bezuglich oy.
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Tabelle 1.

Cun =on X Cp

C, E €, C2 .. .¢C ...C1 5 60, o 6,0l ... o, Cr T
o 1 1 1 ... 1 ... 1 1 1 i 1 ... 1
o r o1 1 o1 L. 1 -1 —1 —1 ... —1 ... —1
W1 1 pFloE2 odi | gl f gEl g2 ok gD
L1 1 pElgx2 pEl L o@D gkl gx2 ki ok
M | pFhpd2k  oFik ok DE | gk gk oEk . o=(DE
e 1 pFkpFT | oEik o (—DE | _gkk_ k2 __oxik | oEh—DE
me 1 —1 1 L (—1y... —1 T O s O |
me 1 —1 1 . (—1y... —1 i 1 —1 . —(—1) ... 1
2ni

o=¢", n gerade

mit & und &} bzw. mit 7} und 3. Aus den irreduziblen Darstellungen
folgt:

& 1 - — -
(= /:[(‘Po‘}‘Pk%‘i’sz%‘{‘”') * (‘P0+Pk<P2 + P2k<P4+~'>]
EZJ l'2n
— 2 pki (%ai%z) {1
;2’1’14 §=0
und
A i ;E 3k LA 3
}=l——[(92%+92<P3+---)i(92<91i9“%+---)]
) 12
{ n—1
= k(H (CP21+1i<P21+1> (2)
f2n :i:()

Hijerbei wird in (2) fur 73 und 72 noch zusitzlich ein Phasenfaktor p#/2

beriicksichtigt, wodurch vermieden wird, daB in den weiter unten aufzustel-
lenden Sékularmatrizen komplexe Glieder auftreten.

GemilBl den Voraussetzungen der HMO-Methode (alle Coulomb-
integrale von Atomorbitalen gleich « und alle Resonanzintegrale benach-
barter Atomorbitale gleich B, die iibrigen Resonanzintegrale gleich Null)
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ergibt sich entsprechend unserer Bezeichnungsweise der Atomorbitale
(Abb. 1):

(925 || P2z = (27 | D] p2r) = w8
(P2741 |9 @2141) = (P2j+1 19] @ars1) = a ¥y
(02710 @21+1) = (@27 1D Par+1) = BByt + 8j-1,1 + 8nsg1,1)  (3)
(92719 Pa1) = (91 1] @at) = 0
(92741191 ars1) = (Pay+1 19| parr1) = B3
(921191 92141) = (27 |D] par1) = 0
j=0,1, ..., n—1
i=0,1, ..., n—1.

31 =1, wenn § = I bzw. 8, = 0, wenn § £ .

Unter Verwendung dieser Formeln (3) erhalten wir fiir die Integrale der

2 % 2-Sakularmatrix zur Darstellung I'; (k =0,+1,...,+ (%»——1) , %L) :

1 n~—1 n—1
(8L 1DIEL) = Z 0% (2g + P27 19 Z et (par + Qu >
1 a—1 n—1
“ o g o = pREIHD ( gy 4 P2y 1D @or + Py =« (4a)
1 rind ) _ _
LI ES o 2 ; EIHD (g1 + P2t 1D pait1 + Pty = o+ B (4b)

n—1 n—1 k l+—) \
(£ 19\ = (1D 8) = = Z ¥ (@27 + Pos) 1] Z P (@211 -+ <Pzz+1)/

—1 k(—j+l+ =)
e (@27 + P25 |9 part1 + Par+r)

an

o~

w1
T 2n

(=

Al a—d g iy

o 2@(331-{-311 1+ Snij-1, 1)

0

n—1 k
Z (p +p—§)=2ﬁcosn—,’f- (4¢)
=0

~
[=4

-,
i

1l
™o
3!"‘
'N

Sl'm
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In analoger Weise folgt fiir die Integrale in der Sdkularmatrix zur Dar-
stellung I'}:

E1915) =« 53)
(78 11 = o8 5b)
(53 191 m2) = (3|91 Eg) = 2B cos " 5o

Die Sikularmatrizen fiir I';, bzw. I'; haben daher die Form:

/

nk Tk
o 2300s7 « 28 cos -
HS — ; H= (6)
nk nk
25005—{ a-+p 2Bcos—n— a—1B
) n
=V, 1, 23.-.,i _— y A~
k=0,L£1, 4+ (2 1) 5

Die aus ihnen erhiltlichen Eigenwerte und Eigenfunktionen sind —
klassifiziert nach dem Symmetrieverhalten beziiglich der oy und ihren
Bindungseigenschaften — in Tab. 2 angegeben.

Tabelle 2. Eigenwerte und Eigenfunktionen des ,,Doppelkronen-

molekiils*
Symmetrie- Bindunes
b\é;f‘h(il;eﬁh verhalrégn- Eigenwerte Eigenfunktionen
symmetrisch bindend pEp = o + g 1+ W) ol = 8 ii + Cv;z
gegenbindend oBp = a -+ % (1— W) 5 =08 —87
antimetrisch bindend vBi = o + % (—14+W) =08+ 8 3

™

gegenbindend By =+~ (—1—W) Je =88 —COnt

2
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. o
W=l/1+1600s2n VQ—FSGOSng

w

Hierbei wurden die Abkiirzungen

W:]/Q-{—Sco@; S:Vé(l—%), O:V%(l_%;) (7)

verwendet. Fithren wir zur Charakterisierung der Symmetrie beziiglich der
opn und der Bindungseigenschaften die Variablen ¢ und vy mit

1 fiir symmetrische Orbitale
®T1—1 fir antimetrische Orbitale

bzw.
{ 1 fiir bindende Orbitale
Y=

—1 fiir gegenbindende Orbitale

ein, so konnen die in Tab. 2 angegebenen Gleichungen zusammengefalit
werden als

B =5+ 5 (o £ 1) )

<T>x<°>*]/§(1~%vf) E?f”—HV (1+ W) o (9)

Durch Einsetzen der Ausdriicke (1) und (2) in Gl. (9) ergibt sich

(y)chc) - 2V H/ oY [(CDo +00) + o* (s +52) + 92’:(‘?4‘*‘64) +. ]

3k

s st
+YV1 +3WY-[92 (o4 91) + 02 (ps+ o p3) + ]}

was zusammengefalt werden kann in

{1 2n—1

T (—1)m
=7~ v 1———'“ °X 2 m m) 10
b= S, Y i (@m-+ogm, (10

wobei die Atomnummer  als neuer Summationsindex eingefiihrt wurde.
In (10) und im folgenden werden die Indices () und (@ der Molekiil-
orbitale yx, welche die Bindungseigenschaft und das Symmetrieverhalten
beziiglich oy, beschreiben, nicht mehr angefiihrt, wenn keine Verwechslung
moglich ist.
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Da diese mit y bezeichneten Eigenfunktionen jedoch im allgemeinen
komplex sind, wollen wir durch Umformung aus ihnen reelle Eigen-

funktionen aufbauen.
2k ( 2w k)
08 —— = cos | —
7 %

Wegen
sind alle Eigenwerte mit & # 0 und & ;ég zweitach entartet. Wie (10)

zeigt, sind die zu je zwei entarteten Eigenwerten gehdrenden Funktionen
zueinander konjugiert komplex; aus ihnen konnen durch die Linear-
kombinationen
PP = s (& + 2A-x) (11a)
und i
~—1
PP = I Otk — %) (11b)

7
= ceey, z—1
(k 1,2, 5 )

reelle Funktionen (y)(Dg’) und (Y)(Df) erhalten werden.

Die in (11a) und (11b) angegebenen Orbitale ®{® und ,®{° unter-
scheiden sich wesentlich in ihrem Symmetrieverhalten beziiglich der durch

die Atome 0, 0, n und n der Doppelkrone gelegten Symmetrieebene oy

(vgl. Abb. 1). Die @, sind symmetrisch, die @ antimetrisch beziiglich der
ov. Aus den letzteren werden, wie weiter unten zu zeigen ist, die Polyacen-
Molekiilorbitale erhalten.

Fitr k = 0 folgt aus (10) und (11a), daf die betreffenden vier Orbitale
@ ohnedies reell sind. Da sie symmetrisch beziiglich der oben charak-
terisierten Symmetrieebene oy sind, brauchen wir sie im Rahmen unseres
Problems nicht weiter zu untersuchen.

Der Fall k = /2 bedarf einer niheren Betrachtung. Hier wird W = 1
und p#/2 = i. Es folgt aus Gl. (10

1 2n—1 . —_— —
Wi == B T YI—(=1"oyim(on +0%n). (12)
2V N =0
Hier unterscheiden wir die Félle 6y = — 1 und gy = 1.
Fir 6y =—1 haben nur geradzahlig bezifferte Atomfunktionen

@m und @, von Null verschiedene Koeffizienten. Die betreffenden Molekiil-
Monatshefte fiir Chemie, Bd. 89/5 119
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orbitale sind also symmetrisch beziiglich der oy und haben fiir die Be-
rechnung der Polyacen-Molekiilorbitale keine Bedeutung.

Fir oy =1 ist
2, wenn m ungerade

Vmaz{’

0, wenn m gerade.

Die betreffenden Orbitale kénnen also in der Form

2n—1 m—1

(y)XO) = ‘/2Y Z (—1) 2 (¢pm +69m), oy=1 (13a)
m unge-
rade
angegeben werden.
Wegen
m—1 (@n—m)—1
(—1) 2 =—(—1) 2 fiir ungerade m (n gerade)

sind diese Orbitale antimetrisch in bezug auf oy. Die Funktionen y_g/2,
die rein formal dadurch erhalten werden, daB man in (10) fir £ den Wert
— n/2 einsetzt, sind mit den Funktionen (13a) bis auf den Faktor (— 1)
identisch:

_1Y2n-‘1 —1
Y (——1) 2 (¢m + o@m), oy =1 (13b)

(‘Y)X-—n/2 Von

m unge-
rade

Daher kénnen in Analogie zu (11b) reelle Funktionen

o —1
0P = 5 O — Az, oY =1 (14)

gebildet werden.
Die Gl. (11b) und (14), durch die alle beziiglich ¢, antimetrischen
Orbitale dargestellt sind, kénnen zusammengefafit werden in

OO — S Ot — Y% » (15)
¥k s e &
V2 (1 + 3¢, np)
k=1,2, ..., n/2 fir cy=1
k=12, ..., n/2-—1 fir oy=—1.
Durch Einsetzen von (10) in (15) folgt weiter
1 1 2l . (—mey . mkm _
@ __ \ m]/l — 16
0Pk ————— e N Y sin (Pm+09m)  (16)
i Vi + 85, e V20 2s w n

k=1,2,...,(n—1+oc7v)2
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Um aus diesen beziiglich o, antimetrischen Orbitalen @ die
Polyacen-Molekularorbitale in Analogie zu ? und ? herzuleiten, diirfen wir
nur jene Hélfte der Doppelkrone betrachten, die auf einer Seite der oy
liegt, was bedeutet, daf die Summation nur iber die Atome 1, 2,
n—1bzw.1,2, ..., n— 1 zu erstrecken ist. Um die Normierung beizube-
halten, muf daher mit l/ 2 multipliziert werden. AuBerdem wollen wir die
Anzahl » der Ringe in der Doppelkrone durch

n=2N+2 (17)

ersetzen, wobei N die Zahl der anellierten Ringe des Polyacens ist. Wir
erhalten daher aus (16)

1 1 21 - (—Dmey . wkm _
(G) O Y »
1
E=1,2, ..., N+GY2+ -,
wobei
W= l/9+8 cosN (19)

Die zugehorigen Eigenwerte sind durch (8) angegeben. Ausfithrlicher
kann (18) geschrieben werden als

8 1 [ ’/1 (—1)m sin nkm ( )
DS .
YT Sk we 12N 1 W S aNgs Pmten
E=1,2, ..., N+1
A 1 2N+l 7 —(—W nkm _
lIJ“l: EEI————) 1 —n Y
v JeN+ 1 m}il * S G g (Om o)
F=1,2, ..., N 0)
. 1 2N +1 1 (—O)™ . wmkm —
g B |
o Vamai =, UMY T st e o)
=1,2, ..., N
. 1 1 e2N+1 1/, (—)» . mkm _
= ()1 — _
T Via ok v 2N 1 mZz:] =0 W SN g (em T om)
E=1,2, ..., N4+1.

Dem Vorstand des Instituts fiir Theoretische Chemie der Universitit
Wien, Herrn Prof. Dr. 0. E. Polansky, danken wir fiir zahlreiche anregende
Diskussionen im Zusammenhang mit dieser Arbeit.
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